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1. Introduccioé

Les matematiques constitueixen un camp cientific molt singular. Per una banda, sén una
ciencia independent, en el sentit que és possible definir conceptes, establir propietats i plan-
tejar i resoldre problemes, tot expressat en termes estrictament matematics. Aquesta inter-
nalitat atrau i satisfa molts investigadors, que centren en ella els seus esforcos i arriben a
resultats admirables.

Per altra banda, hi ha matematics que admeten un vessant d'externalitat, segons el qual les
matematiques son d'utilitat per estudiar problemes plantejats fora del seu ambit estricte,
modelitzar—los, i aplicar—hi la potencia deductiva i el rigor tipicament matematics per obte-
nir resultats interpretables i profitosos en I'ambit que ha inspirat el problema. També molts
investigadors es dediquen a aquests processos perque, en certa manera, la connexié amb
la realitat externa a les matematiques els dona un plus de satisfaccio. Per descomptat, hi ha
matematics que treballen en ambdds vessants.

En aquest article hem adoptat una postura relativament mixta i ens proposem analitzar amb
eines matematiques situacions ben conegudes que semblen allunyades de les matemati-
ques. Hem seleccionat diverses situacions extretes del dia a dia i les hem analitzat amb eines
estadistiques per obtenir conclusions sobre cada una d’elles. Entre les situacions que estu-
diem es troben, per exemple, la dificultat en la resolucié d'un sudoku depenent del nombre
de dades inicials o el comportament dels equips en el campionat de lliga de la Primera Divisié
espanyola de futbol masculi. L'estudi d'aquests casos és la nostra aportacid a l'externalitat
gue hem comentat abans. Tanmateix, també hem inclos una seccié tecnica prévia on es jus-
tifiquen i es comenten amb deteniment els conceptes i les propietats que s'utilitzen després.
Aix0 pertany a I'ambit de la internalitat.

En particular, com a matematics ens sembla admirable el principi dels minims quadrats. Supo-
sem que volem quantificar la dispersié d'un conjunt de dades, {x;,x,, ...,X,}, respecte a una
mesura de centralitzacié x que resumeix el conjunt. Es a dir, volem calcular la distancia entre
el conjunt de dades i aquesta mesura x. Una manera podria ser considerar la mitjana dels
valors absoluts de les diferéncies entre x i cadascuna de les x;, és a dir, prendre la desviacié
mitjana:

X —x1| + [x = xa| + -+ + [x — Xq]
p .

Tanmateix, el valor absolut és una funcié no derivable en els punts on s'anul-la. Aixo va con-
duir a prendre la mitjana dels quadrats de les desviacions i, per conservar la magnitud en qué
s'expressen les dades, aplicar finalment I'arrel quadrada:

\/(X—X1)2+(X—Xz)2+---+(x—xn)2

n

Aquesta és 'anomenada desviacio tipica o (respecte a x) del conjunt de dades.
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De fet, la mateixa idea de mitjana aritmética ja és una aplicacié del principi dels minims qua-
drats: la mitjana aritmetica X d'un conjunt de dades, definida com

_ X1 +X3+ -+ Xy
X = 7
n

i utilitzada amb tanta freqiiéncia en qualsevol context, és I'inica mesura de centralitzacid
que minimitza la suma dels quadrats de les desviacions respecte a ella. Aquesta propietat
es pot demostrar facilment amb eines de calcul infinitesimal o, alternativament, d'algebra
lineal. Fins i tot la mitjana geométrica X4, que es defineix com

)_(g = ’\H/X1X2 w e Xny
es basa en el fons en el mateix principi, ja que, aplicant logaritmes,

logx; +logx; + -+ - + logx,
- .

logx, =

El principi dels minims quadrats és també el fonament de la recta de regressié d’una distri-
bucié bidimensional i, més en general, permet definir i calcular les solucions aproximades de
qualsevol sistema d’equacions lineals. Ens ha semblat oportu mostrar, en la seccié técnica,
com es construeix la recta de regressio, tant des del punt de vista del calcul infinitesimal com
des del de l'algebra lineal.

Després d’'aquest prefaci, passem a descriure I'organitzacio de I'article. En la seccid 2 presen-
tem, com a motivacié, un dels exemples que estudiarem després. La seccié 3, dividida en
diverses subseccions, és la part técnica, on recollim: un sumari dels conceptes i propietats
que aplicarem; un complement dedicat a la recta de regressié d'una distribucié bidimensio-
nal; un altre amb els comentaris addicionals que hem cregut adients, i una ultima subseccié
on, més breument, descrivim les eines per estudiar distribucions tridimensionals.

Les seccions seglients estan dedicades, cada una, a un exemple concret: els sudokus (sec-
cié 4), I'Gs de les targetes de credit en un comerg (seccié 5), el paper de la venda lliure en una
farmacia, on hi ha una remuneracié oficial provinent del CatSalut (seccié 6), el comportament
dels equips de futbol en la lliga de Primera Divisié espanyola (seccié 7), les qualificacions
académiques en tres assignatures estretament relacionades (seccié 8) i el concepte de tem-
peratura de xafogor (seccié 9). En els exemples 4—7 i en la primera part del 8, tractem amb
distribucions bidimensionals, mentre que en la segona part del 8 i en les quatre parts del
9 estudiem distribucions tridimensionals. La seccié 10 presenta les conclusions del treball.
Finalment, donem una bibliografia comentada sobre els temes tractats en l'article.

En tots els exemples el tractament és similar. Calculem els principals parametres de les distri-
bucions rellevants: coeficient de correlacio, recta de regressié (pla de regressio, en el casos
tridimensionals finals), centre de gravetat i error(s) quadratic(s). En els casos bidimensionals
afegim el diagrama de dispersio. En tots els exemples comentem els resultats i, si escau, les
particularitats especifiques de cada situacié.
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Ens agradaria que aquest article animés alguns lectors a aplicar les matematiques a qualsevol
nivell, des del més elemental, com el del nostre treball, fins al molt superior de la intel-ligéncia
artificial, I'analisi de dades massives (big data) o I'aprenentatge automatic (machine learning),
«les joies de la corona» actuals de I'opcié que hem anomenat externalitat.

2. Un exemple il-lustratiu: sudokus

Tothom sap qué és un sudoku i quin problema planteja. Es un trencaclosques matematic.
Es tracta d’omplir amb les xifres de I'1 al 9 una quadricula de 9 x 9 cel-les dividida en 9
subquadricules de 3 x 3. No es pot repetir cap nimero en cap fila, en cap columna ni en cap
subquadricula. En cada sudoku concret, certes cel-les ja porten d’entrada el numero posat
(son les dades).

Hi ha dues intuicions que son vox populi entre els aficionats als sudokus: (a) amb menys de
17 dades la solucié no sera mai Unica; (b) amb 17 dades o més sempre hi ha una solucié
Unica. L'any 2014, juntament amb dos col-legues, el matematic Gary McGuire, de la Universi-
tat de Dublin, va demostrar computacionalment que cap sudoku amb exactament 16 dades
té solucié unica, perd no que amb 17 dades o més es garanteixi que la solucié és Unica.
De fet, nosaltres hem trobat un sudoku amb 53 dades (!) que té tres solucions o més, cosa
que desmunta de forma radical la intuicié (b). McGuire també va constatar que la majoria
de sudokus tenen unes 25 dades. Un exemple de sudoku amb 24 dades es pot veure a la fi-
gura 1, on curiosament (no és freqlient) notem que hi ha simetria horizontal i també vertical,
i per tant també simetria central, en la posicié de les dades.

9 6 2
413109
1 8
9 7 2
8 1
3 5 4
8 6
5093
5 8 1

Figura 1. Un sudoku.

Sembla logic pensar que, com menys dades tingui un sudoku, més dificil sera resoldre’l.
Aix0 no és cap propietat general. Sovint hi ha valoracions de la dificultat dels sudokus amb
asteriscos, perd generalment les fan les persones que els proposen i, per tant, poden ser
subjectives.
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A la seccié 4 tornarem a aquest exemple i ens plantejarem si hi ha relacié entre el nombre de
dades d'un sudoku i el seu grau de dificultat expressat numéricament (i, per forca, subjectiu).

3. Fonaments teorics

En aquesta seccidé exposem els conceptes i resultats de I'estadistica descriptiva que seran
d'utilitat en el nostre estudi d’exemples concrets. Hi afegim dues subseccions on tractem
amb més deteniment alguns punts i proveim comentaris i demostracions de determinats
resultats. Posem més émfasi en el que es refereix a distribucions bidimensionals i analitzem
més breument el que fa referéncia a distribucions tridimensionals, com una mostra de la
generalitzacié natural del cas anterior a més dimensions.

3.1. Distribucions bidimensionals

3.1.1. Recta de regressid i correlacié lineal

Tenim dues seéries de dades amb n termes: X = (X1,X3,...,X,) i ¥ = (Y1,Y2, -..,Yn). Considera-
des conjuntament, formen una distribucio bidimensional. De vegades interessa saber si hi ha
relacié entre les dades de la primera serie i les de la segona i, més concretament, si aques-
ta relacié és aproximadament lineal. En cas que la resposta sigui afirmativa, té sentit construir
I'anomenada recta de regressié, que dona explicitament la relacié entre les variables x i y.
Aquesta recta permet, entre altres coses, fer prediccions: donat un valor de x diferent de les
dades de la primera seérie, la imatge de x en la recta de regressio ens proporciona el possible
valor de y que li correspondria.

L'Unica restriccié que imposarem d’entrada és que els punts no es trobin tots en una mateixa

vertical, és a dir, que no tinguem x; = x, = - -+ = X, perqué en aquest cas no existiria recta
de regressio de y sobre x. Se sap que les mitjanes aritmétiques son:'
go 22X oyl 2
n n

| que les desviacions tipiques o, i o, queden definides per les varidncies respectives:

,  2—=x? . 2 2.y *)7)2'

n y n
També se sap que

2 v 72

o2 =X, —X° i analogament, af, =V, -V,

on Xx; i y; son les respectives mitjanes aritmetiques dels quadrats. Aixi, la variancia és «la

mitjana dels quadrats menys el quadrat de la mitjana». La demostracio és, per exemple per a
les x:

1. 3 significara sempre > . En qualsevol altre cas, els limits del sumatori estaran especificats.
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no? = Z(Xf —Xx)? = Zx,z — 2)_(2X,- +nx* = EX,Z — nx.

Fins aqui, els parametres s’apliquen a cada série per separat. A partir d'ara, els parametres
descriuran la distribucié bidimensional i dependran de les dues séries alhora.

La covariancia de les dues séries és cov(x,y) = >.(x; — X)(y; — ¥). Es facil veure que
— —> N
cov(xy) = X.y —nXxy,
és a dir, el producte escalar dels vectors menys n vegades el producte de les mitjanes.

El coeficient de correlacid r(x,y) de la distribucié bidimensional és

roy) = ) B X0i—9)
Tonooy VX=X V)

Sempre tenim r(xy) € [—1,1], i la segona expressié és la més comoda per calcular-lo
tabularment. Per a més detalls sobre correlacié i covariancia, vegeu més avall la secci6 3.1.3.

La recta de regressio de y sobre x és de la forma
y =y =mx=x),
on (x,y) és el centre de gravetat de la distribucio i el pendent m és

_covlxy) XY -nxy_G-%y _ N-R0—7)

no? no? o2 M —x)2

Z Xiyi

on Xy = =—— és la mitjana dels productes de les dues séries. La quarta expressié és la
n

més comoda si estem fent els calculs tabularment. Sol ser interessant i il-lustratiu dibuixar
el diagrama de dispersié de les dades sobre uns eixos rectangulars x—y juntament amb la
grafica de la recta de regressio. Per a més detalls sobre el fonament de la recta de regressio,
vegeu la secci6 3.1.2.

L'error quadratic € d'aquesta recta de regressié és

e — C—y)2, on yF=yV+m>x—X eracada (Xx,yi)-
D=y yi=y P Y

L'error per capita e, = ¢/n sembla més interessant a efectes comparatius, ja que reparteix
I'error total entre les n dades (x,y;). Va bé per comparar distribucions bidimensionals amb di-
ferent nombre de dades n. Quan volem comparar dues distribucions on els rangs de variacié
de y sén molt diferents, un tercer error sembla adequat: consisteix a dividir I'error per capita
per la mitjana aritmeética y, que prenem com a representativa de tots els valors de y en cada
cas, i obtenim, doncs, I'error (per capita) normalitzat e = e,/y.
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3.1.2. Larecta de regressid de y sobre x

Hi ha dos métodes principals per fonamentar i obtenir la recta de regressié: un és I'analitic,
basat en el calcul infinitesimal, i I'altre és I'algebraic, basat en 'algebra lineal. Tots dos estan
inspirats pel principi dels minims quadrats: la recta de regressié minimitza la suma dels qua-
drats de les desviacions respecte a la série de les y o, equivalentment, I'error quadratic definit
unes linies més amunt.

A. Métode analitic. La recta de regressio és de la forma
y = do + aiX.
Idealment, tots els punts de la distribucio haurien de satisfer aquesta equacio, és a dir,
yi=do+ax; perai=12,...,n

Tanmateix, usualment aquest sistema de n equacions amb dues incdgnites agd; no té solucié
perque els n punts no estan alineats. Considerem la suma dels quadrats dels errors come-
sos entre els valors reals y;, donats per la distribucio, i els que donaria la recta de regressid,
yi* = ao + aix;. Tindrem un «error total» E, donat per

E = Z(ao + aq X *y,')z.

Aquest error total E, que depén de aq i a;, és una funcié continua, diferenciable i no nega-
tiva, i no té cap maxim absolut perqué, quan ay, a; o tots dos tendeixen cap a o, E tendeix
també cap a oo. En canvi, comprovarem que té un tnic minim absolut, que podrem localitzar
com a minim local. Primer imposem que les dues derivades parcials de E s’anul-lin (condicié
necessaria de punt critic o extrem local):

OF
a—ao=22(ao+a1x,~—y,~)=0, Sy = nae + ay XX,
és a dir, (M
% :22(00+G1X,'*y,')x,':0, inyi:aozxi+a12)(i2'
1

Aquest és un sistema de dues equacions lineals amb les incognites a i a;. Ara fem les deriva-
des parcials segones:

0’E 0’E
aa = Farda; 2L
0’E 0’E

(900601 B

=23x, — =23x
ZX aa% ZXI

Aquestes quatre derivades parcials segones, disposades tal com estan, defineixen la matriu
hessiana H(E) de la funcié E. Aquesta matriu és també la matriu dels coeficients del siste-
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ma (1) donat per lI'anul-lacié de les primeres derivades parcials, i observem que és constant
(independent de ay i a;). Calculem ara el seu determinant (per simplicitat, prescindim dels
coeficients 2 de totes les derivades segones, cosa que no afectara el raonament):

detH(E) = nZ:x,.2 - (in)z.

Per veure que sempre és positiu, comprovarem primer que

detH(E) = Z (X —x)*. 2

1<i<j<n
La demostracié és per induccié sobre n > 2. (a) Peran = 2 tenim
detH(E) = 2(x? +x2) — (x1 + Xx2)* = (x1 — x2)*.

(b) Suposem n > 3ique laférmula (2) val pera 2,...,n — 1. Aleshores,
2
detH(E) =n) ) x? — (Z';xi)z = nZﬁ’_1 x? + nx? — ( 7_1 X —i—xn) —
n—1 _2 n—1 2 n—1 2 2
=n21 X5 — 1 X)) —2Xa 2, Xi—Xp +nx, =

2
:[(nﬂ 7_1x,-2—( 7_1x,-)]+27_1x,22x,, "X+ (n— 1)

Per hipotesi d'induccié, coneixem la suma dels dos primers termes (entre claudators); per
tant,

detH(E) = >, (x—x)+R,

1<i<j<n—1
on Rrecull els dos termes restants. Ara tenim
R= 2'1’_1 x? — 2x, :’_1 X+ (n—"1)x2 = '1’_1 (Xi — 2X)x; + (n—1)x2 =
= '1’_1 (X — 2Xn)X; + Z';_] X2 = 7_1(x,-2 — 2XX, + X2) =
n—1

=217 (xi —xn)%

Finalment,

n—1

detH(E) = Y (i—x2+ > (i—x)2= > (x—x)

1<i<jsn—1 1 1<i<jsn

Com que no tots els punts de la distribucié es troben en una Unica vertical, almenys hi haura
un parell jj tals que x; # x;, i det H(E) sera positiu. Per tant, hi haura només un punt critic.
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Aplicant, per exemple, la regla de Cramer al sistema (1), trobem els coeficients i I'equaci6 de
la recta de regressid, que és

y = ny Xy *ZX:'ZY:'XJF XY *ZX:'ZXM.
Ny — (Xx) nYxt —(Xx)*

En el cas n = 2, I'equacio anterior es redueix a

1= )2 X1Y2 — Xa)1
:y ,VXJr Y. Yy
X1 — X3 X1 — X2

que és simplement la recta que passa pels dos punts (xi,y1) i (x2,¥2).
Ara comprovem que en el punt critic hi ha un minim absolut de E. La forma quadratica defi-
nida per la matriu H(E) és definida positiva segons el criteri de Sylvester, ja que el seu primer

coeficient i el seu determinant sén positius. Aixo implica que la férmula de Taylor de grau 2
de la funcié E en el punt critic p = (ao,a1) és, per a qualsevol punt (x,y) del pla,

£~ Flu) = fp) + 3 (=0 y—a )H(E) (X720 ) > rlp)

jaque H(E) és definida positiva (el residu de la férmula és 0 perqué E és una funcié polinomica
de segon grau de a,,a;). Aixd demostra que en el punt critic p = (ao,a;) hi ha (I'nic) minim

absolutde E.

Tornant al cas general, és immediat comprovar amb la primera de les equacions de (1) que la
recta de regressio passa pel centre de gravetat de la distribucio, ja que

2y 2%
n

=ao +a=—.
n

B. Métode algebraic. Tornem a suposar que la recta que busquem és de la forma
Yy = a1 x + do.

Novament, tots els punts de la distribucié haurien de satisfer aquesta equacié. Aixo ens do-
naria un sistema de n equacions lineals amb dues incognites: a; i ao. Escrit en forma breu
seria

axi+ao =y peri=12...,n.
En forma matricial el sistema s’escriu

(@4

Il
&)
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0, més explicitament,

X1 b4

X3 1 ( a ) _ 3%
1 do

Xn 1 Yn

En general, el sistema sera incompatible llevat que els n punts estiguin alineats. En termes
vectorials, busquem dins de I'espai R" un vector u’ del pla H generat per ¢; = (X1,Xz,...,Xp) i
¢ =(1,1,...,1) talque u’ = u, i és, doncs,
U =a(x,x...x0) +ao(1,1,...,1) = (V1Yo .- Yn) = UL
Que el sistema sigui incompatible significa que u = (y1,¥2,...,¥a) ¢ H, i per tant la relacié
precedent és impossible. L'alternativa proposada pel principi dels minims quadrats consisteix
a buscar el vector u’ € H més proxim a u, i per tant u’ ha de ser la projeccié ortogonal de u
sobre H perqueé és la que minimitza ||u — U’|| entre tots els vectors u’ € H. La condici6 que
ha de complir v’ € H per ser la projeccié ortogonal de u sobre H és que u — u’ L H, que es
tradueix en
u—u lec i u—uv lc.
Aixo equival a imposar
U'C]ZU/'C1 i U'C2=U/'C2,
gue podem expressar matricialment com
C'Cx = C'D,
o, introduint A = C'Ci B = C'D (A resulta quadrada 2 x 2 i simétrica),

AX =B,

sistema compatible i, a més, determinat (solucié Unica), ja que explicitament queda

(%) e (3):

de manera que

detA = detH(E) = > (xi—x)*#0

1<i<j<n
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i la solucié Unica del sistema AX = B és la mateixa que dona el metode analitic. A més,
e=u-u|l=VE
que és el que s'anomena error quadratic de la recta de regressié obtinguda.
No és dificil veure que el pendent m de la recta de regressié definit en la secci6 3.1.1 coin-

cideix amb el pendent g, calculat en aquesta seccié. En efecte, dividint per n?> numerador i
denominador de a; tenim, recordant que o2 = X; — X2,

IRIBDR PN o
- nYXyi — XY _ n n_ . n_ _ XXy _
Ny — (LX) X <2_x) o3 ’
n n

segons la tercera expressié de m donada en la secci6 3.1.1.

3.1.3. Covariancia cov(x, y) i coeficient de correlacid r(x, y)

Per comencar, convé notar que la covariancia és simetrica, és a dir, cov(y,x) = cov(x,y). Siles
dades estan totes en una mateixa vertical o bé en una mateixa horitzontal, és facil veure que
cov(y,x) = 0 = cov(xy).

Ara cal justificar les dues expressions d’aquest parametre que apareixen a la formula del co-

eficient de correlacié r(x,y) a la seccié 3.1.1. Per a aix0, només cal comprovar la igualtat dels
numeradors, ja que els denominadors sén, Obviament, identics. |, en efecte,

cov(xy) = X.

<!
|
S
x
<
I
x
<
|
>
x|
<
I
S
=
|
>
x|
<|
Il
>
<
|
x|
<l

mentre que

D6 =X —Y) = XXy —Y Y xi—X > yi+nxy = n(xy —Xy).

Passem ara al coeficient de correlacié. També per simetria tenim

r(y,x) = r(xy)
i, en els dos casos extrems, I'horitzontal i el vertical, r(x,y) = 0.

Es defineix la variacié total de y com
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Ara comprovarem que

Z(J/i —y)? = Z(Yi Y )+ Z(y,* -y

Comencem per la identitat

Yi—y=Wi—y")+ =y

Elevant al quadrat els dos termes i sumant per a tot i obtenim

D=V =Dy + Y =9+ 2S,
on
S=20 =y —y) =20 — a0 — axi)(ao + arx; — y) =
=do X (i — do — avx;) + ar 2(¥i — Ao — avxi)Xi — Y 2 .(Vi — do — aix;) =0
aplicant les equacions (1) als coeficients de aq,a,,y.

Aixi doncs, la variacié total queda dividida en dos termes:

noy = 30 =)= 30 -y 0 9>

El primer terme del segon membre és la variacié no explicada, mentre que el segon terme és
la variacio explicada perqué segueix un patré de referéncia, cosa que no fa el primer.

El coeficient de correlacic r(x,y) es defineix com I'arrel quadrada del quocient entre la variacié
explicada i la variacié total, amb signe positiu o negatiu segons el signe del pendent m de la
recta de regressid. Simbolicament:

* 7)2
r(xy) = + SN(/ibily _3/) :
i —y)?
Aquesta és una definicié raonada de r(x,y). Haurem de comprovar que aquesta expressié és
equivalent a la de r(x,y) que apareix a la secci6 3.1.1. Abans, observem que r(xy) € [—1,1] i
que, com a casos particulars extrems: (a) si la variacié explicada és nul-la, r(x,y) = 0; (b) si la
variacié no explicada és nul-la, r(x,y) = £1.

Fem la comprovacié anunciada. De I'equacio de la recta de regressio tenim

* —

yi =y =ai(x—Xx).
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Per tant,

U 3 (7 S Y 5%
Ay i S

Ara bé, segons la quarta expressié del pendent m en la secci6 3.1.1,

26 =Xy —y)
206 —=x)2

a,=m=

Substituint a I'equacio prévia i simplificant un factor > (x; — X)? resulta

> B [Z(Xi*)_()(Yi*V)]Z
T = S RS VP

i, en definitiva,

_ 2 =X)y—Yy)
R T ey s v

El signe + ja va incorporat al numerador d’aquesta expressio.

Considerem finalment la covariancia per capita

ZW*@M*W.

o =
Xy n

Aleshores en resulta una expressié simplificada del coeficient de correlacié:

Oxy

rixy) = oo
xOy

També el pendent m de la recta de regressié de y sobre x admet expressions més simples:

Si els punts de la distribucié no estan tampoc en una mateixa horitzontal, pensem en la recta
de regressié de x sobre y, que és analoga mutatis mutandis a la de y sobre x que hem estat
considerant exclusivament fins ara, i escrivim

x—X=m'(y —y).

Es obvi que
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i, per tant,

mm’ =r(xy)?

expressio que es podria adoptar com a definicio del coeficient de correlacio. En particular,
si les dues rectes de regressié coincideixen, m = m’, hi ha una correlacié lineal perfecta i,
per tant, r(xy) = 1. En canvi, si r(x,y) = 0, les rectes de regressié sén perpendiculars. Es pot
interpretar que, en general, el coeficient de correlacié ve a ser una mesura de I'angle a que
formen les dues rectes, encara que la relacié no és senzilla (lineal):

/ 2 2
m-—m r O'y (%

S l+mm 1+ o0,

tan(a)

3.2. Distribucions tridimensionals

Per completar aquest resum teoric considerarem el cas d'una distribucié amb tres variables.
Tenim, doncs, tres sériesdedades amb ntermes cadauna: Y = (X1,Xa, .. .,Xn),T/> =(Y,Yy...,Ys)
i ? = (Z1,Zy, ...,Z,).Considerades conjuntament, formen unadistribucié tridimensional.L'inica
restriccio que imposarem d’entrada és que els punts (X;,Y;,Z;) no es trobin tots en una mateixa
vertical (paral-lela a I'eix Z), perqué en aquest cas no tindria sentit establir una relacié de Z
comafunciéde XiY.

Les mitjanes aritmétiques X, Y i Z es defineixen com en el cas bidimensional.? El punt (X,Y,Z)
sera el centre de gravetat de la distribucié. Reservarem les corresponents lletres minuscules
X, y i z per a les variables normalitzades, que sén les desviacions de les variables originals
respecte a les seves mitjanes aritmetiques:

També es defineixen com en el cas bidimensional les desviacions tipiques oy, oy i oz, de-
terminades per les respectives variancies. | segueix tenint validesa que cada variancia és «la
mitjana dels quadrats menys el quadrat de la mitjana». Val la pena remarcar tres punts de
facil comprovacio: (a) la mitjana aritmetica de les variables normalitzades és nul-la, és a dir,
>xi = >y = >,z = 0; (b) les seves desviacions tipiques coincideixen amb les de les varia-
bles originals, o, = 0x, 0, = 0y i0, = 0 (c) el coeficient de correlacié de dues qualssevol
d’aquestes variables coincideix amb el de les seves variables normalitzades, per exemple,
r(X,Y) = r(xy). Tot aix0, que també era valid en el cas bidimensional, sera d'utilitat aqui per
alleugerir la notacié en alguns moments.

Ens ocuparem ara d’estudiar tres conceptes principals: (a) el de pla de regressio lineal de la
distribucié tridimensional, que descriu, si existeix, la dependéncia aproximadament lineal
d’una de les variables (escollirem la Z) en funcié de les altres dues (X i Y) i es basa en el principi
dels minims quadrats; (b) I'error quadratic que dona aquest pla d'equacié Z = f(X,Y) quan fem

2. 3 seguira significant sempre > " ..
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servir aquesta funcié per estimar valors de Z a partir de valors de X i Y; i (c) el coeficient de
correlacié (global) que mesura la qualitat de la dependéncia donada per la funcid lineal f.

El pla de regressié lineal sera de la forma
Z=aX-+bY+c 3)

Les constants a,b,c son els coeficients de regressié parcial. La situacié ideal (dependeéncia lineal
perfecta) es donaria si

Zi=aX;+bY;+c perai=1.2...,n.
Introduint les variables normalitzades x,y,z, I'equacié (3) passa a ser
z = ax + by.
Seguint un procés similar al del cas bidimensional, partim de
z; = ax; + by, (4)

Multiplicant ara I'equacio (4) separadament, primer per x; i després per y;, i sumant en cada
cas terme a terme, obtenim

Mzx;=ad.x? +b>xy,

Yzyi=ayxy +bXyl

que és el sistema d’equacions lineals que determina els coeficients a,b.3 Escrit matricialment

es:
(s 3)(5)-(55)

Aplicant, per exemple, la regla de Cramer, la solucié del sistema dona

g DEXNLY DA XY DZX X — DI X
20 2yt — (xi)? 20X 27— (Xxi)?

3. Elsistema equivalent amb les variables originals és
Zi=aY Xi+bdYi+cn,
YZXi=aX, XP+bYXYi+cY X,
DZYi=ay XiYi+bY Y24+ V.

El tractament teoric d’aquest sistema és forca més complicat que el del sistema (5).
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Aleshores, 'equacic del pla de regressié de Z sobre X i Y és

Z—-Z=a(X—-X)+b(Y-Y).
Nota. Tanmateix, és convenient indicar que, en un exemple numeéric, és millor preparar una

taula numeérica amb les dades originalsi els calculs addicionals necessaris i resoldre el sistema
detallat en la nota 4, per obtenir I'equacié del pla amb la forma

Z=aX+bY+c
D’aquesta manera reduim els petits errors que indefectiblement impliquen les aproxima-
cions. També arrosseguem errors si introduim els anomenats coeficients de correlacié bindria,

que son els coeficients de correlacid de les tres distribucions bidimensionals subjacents a la
tridimensional que estem considerant:

r(XY)=r(xy), r(XZ)=r(xz) i r(V,Z)=r(yz2).
Després de tenir en compte les relacions
Zx,? = no’, Ey,z =no; i Zx,-y,- = noyoyr(xy)
i, analogament,
Zx,-z,- = Nno,o,r(xz) i Z yizi = no,o,r(y,z),

i simplificar alguns termes, és cert que les equacions (5) queden

aoy + boyr(xy) = o,r(xz)

aocyr(xy) + bo, = o,r(y.z),

o, en forma matricial,

Oy oyr(xy) ay_, r(x,z)
oxr(xy) oy b ) "\ rlyz) )
Aplicant la regla de Cramer obtenim les expressions de a,b i, com a equacicé del pla de regressié
dezsobrexiy,*

2 rxz) = b)) x| rlyz) — ry)rixz) y

o, 1 —r(xy)? Oy 1 —r(xy)? oy

4. Esfacil veure que, eliminant per exemple la y, aquesta equacio es redueix a

z X
— =r(xz)—,
o, Oy

que és |'equacié de la recta de regressié bidimensional de z sobre x.
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No obstant I'aspecte agradable i simétric d'aquesta equacid, els coeficients de correlacié bi-
naria que hi apareixen arrosseguen errors d'aproximacioé pel seu propi calcul, i per tornar a
les variables originals del problema cal, a més, introduir les mitjanes aritmétiques. Per aixo en
la nota de més amunt s’ha inclos el comentari sobre els exemples numeérics.

L'error quadratic € de Z sobre X i Y es defineix per
ez(XY) = Z(Z,- —Z¥)?2, on Z¥=Z+aXi—X)+b(Y,—Y) peracada (X,Y)).

Tanmateix, és més habitual considerar I'error tipic de I'estima, que ve a ser un error per capita i
és donat per

Z,— Z}*)?
82()(,Y) _ Z( ! i ) .
n
El coeficient de correlacié multiple Rz(X,Y) de la distribucié tridimensional es defineix com

0(X.Y)2
Ry (XY) =4 [1 — e2XY)?

2
0z

Aquest coeficient de correlacié multiple sempre varia entre 0i 1. Com més s'acosta a 1, millor
és la relacié lineal entre les variables. Com més s'acosta a 0, la relacié lineal és pitjor. Si el
coeficient és 1, la relacié lineal és perfecta. Si és 0, no hi ha relacio lineal pero n’hi pot haver
d’un altre tipus. (Hi ha expressions alternatives d’aquests dos nous parametres en termes dels
coeficients de correlacié binaria que, per les raons ja explicades, no farem servir.)

4. Exemple: sudokus

Ens plantegem donar resposta a la qliestié segiient: hi ha relacié entre el nombre de dades
d’'un sudoku i el seu grau de dificultat expressat numéricament?

Un de nosaltres va tenir ocasié de resoldre els 108 sudokus d'un quadern publicat per Edigra-
ma el 2021, on els graus de dificultat anunciats eren: *** (16 problemes), **** (46 problemes)
0 **¥*¥ (46 problemes). Els va completar en, aproximadament, un mes. Un d’ells era I'exemple
de lafigura 1 (seccio 2) i tots tenien el mateix tipus de simetria horitzontal i vertical.

Després de resoldre cada sudoku, va valorar-ne la dificultat, segons aquestes opcions: F (facil),
R (regular), D (dificil) i D* (molt dificil). Son els graus de dificultat, en sentit creixent. Evident-
ment, aquesta valoracio també és subjectiva. De fet, es va observar que, sovint, la dificultat
també depéen una mica de la «lucidesa» de qui intenta resoldre el sudoku en el moment de
trobar la solucid, i aixd també és logic. No és estrany que d’un problema que es deixa encallat
a la nit, se’n trobi la solucio I'endema al mati sense excessives dificultats.

No ens aturarem a explicar la diferéncia entre ‘dificil’ i ‘molt dificil’, pero és cert que és notable.
Per tant, a I'hora de quantificar els quatre graus, I'assignacié ha estat: F = 1,R = 2, D = 3i
D* = 5. Aqui també hi ha subjectivitat, és clar.
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Vegem en la taula 1 la graella de freqliéncies. La variable x descriu les dades de cada sudoku,
des de 21 fins a 31, mentre que la variable y descriu el grau de dificultat. Dins de cada cel-la hi
ha la frequiéencia de cada parell (dades, grau). Fins aqui arriba la descripcio de la part empirica,
és a dir, els resultats de I'experiment.

Taula 1. Freqiiéncies de cada parell (dades, grau de dificultat).

ylx—[21]22[23[24]25]26]27[28]29]30]31 [ sumes
D* =5 1 1 1 3
D=3 1 411 1 7
R=2 1 3[ 1] 5] 9] 5][3 27
F=1 5] 8[12]20]18] 2] 2] 4 71
[sumes | 1] | 4] 7[17]23[25]23] 2| 2] 4] 08|

Per exemple, dels 25 sudokus amb x = 27 dades, n’hi ha 20 que soén facils (F = 1) i 5 de
regulars (R = 2).

Passem ara a la part analitica. Es tracta de comprovar si ‘menys dades, més dificil’ és una
hipotesi plausible i quina és la recta de regressio lineal de y sobre x, és a dir, si es pot preveure
amb certa aproximacio el grau de dificultat d'un sudoku a partir de les seves dades. Amb
aquest objectiu hem estudiat la distribucié bidimensional x,y.

Els resultats son els seglients:

« El coeficient de correlacio r = r(x,y) entre dues variables, que sempre esta a l'interval
[—1,1], dona aqui r = —0,29. Significa que hi ha poca correlacié entre y i x, i el signe
negatiu indica que, molt grosso modo, com més dades, menys dificultat.

o La recta de regressié de y sobre x dona y = 5,20 — 0,14x. Es pot veure representada
en el diagrama de la figura 2. Com esta previst, passa pel centre de gravetat (X,y) =
(26,53, 1,49).

o L'error quadratic d’'aquesta recta és ¢ = 8,383. Més interessant sembla |'error quadratic
per capita €y, que reparteix equitativament I'error total entre tots els sudokus estudiats
i dona gy = 0,078 de mitjana per a cada un.

y: grau de dificultat coeficient de correlaci6:
—0,295
D*=5 1 ® ° ® recta de regressio:
y=520-0,14x
4 -+
D=3 ° @ o °
R=2

0 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

x : dades

Figura 2. Diagrama de dispersio dels sudokus estudiats.
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La figura 2 ens dona el diagrama de dispersié de I'experiment. Cal advertir que el gruix de cada
cercle és aproximadament proporcional a la freqliencia de la parella (dades, grau) correspo-
nent. Es pot observar que la recta de regressié decreix i travessa el nucli de la distribucié. A
la seccié seglient compararem aquests resultats amb els que s'obtenen en un cas totalment
diferent.

5. Exemple: venda amb targetes de credit

El 2008 es va inaugurar una farmacia en un barri modest de la tercera ciutat catalana. El
«farmaceutic consort», amic nostre, va rebre diversos encarrecs i ens en va parlar recentment:
un d’ells era revisar cada dia els tiquets dels pagaments amb targeta fets pels clients, per
comprovar si el banc abonava I'import net corresponent després de quedar—se la comissié
del 0,3 % sobre I'import brut. Des de l'inici de la pandémia feia aquesta feina no a diari sind
un cop per setmana, cosa que suposava comptar cada vegada 6 feixos de targetes (de dilluns
a dissabte, llevat dels festius).

Després de 14 anys, segons va explicar, deu haver revisat milers de tiquets, perd mai no els
havia comptat. L'any 2021 es va decidir a fer—ho: disposa, doncs, per a cada mes del 2021, del
nombre de compres fetes amb targeta i I'import total net. Total: 4.400 targetes. La sensacio
aproximada que té és que «com més targetes hi ha, més puja I'import total», encara que
aquesta no és una regla rigida. Com podriem comprovar amb les seves dades quin grau de
validesa té la seva sensaci6 intuitiva?

Tenim dues séries de dades, cada una amb 12 components: el nombre de targetes de cada mes
i 'import total net mensual. S6n valoracions objectives. Tanmateix, I'experiment queda condi-
cionat per molts factors: 'emplacament de la farmacia, el tipus de clientela que té, I'eleccid
que fa cada client entre pagar en efectiu o amb targeta, I'efecte de la pandémia, etc. | només
tenim les dades d'un any, mes per mes. Per tant, els resultats dificilment serien extrapolables,
no només a altres farmacies sind fins i tot a altres anys d’aquesta.

La taula 2 ens dona les dades de la distribucié bidimensional que estudiarem.

Taula 2. Nombre mensual de targetes de crédit i imports nets corresponents.

mes gener febrer marg abril maig juny
targetes (x) 294 321 419 361 376 371
import (y) | 4.261,83 | 3.983,60 | 5.713,97 | 4.802,22 | 5.624,81 5.561,59
mes juliol agost setembre | octubre | novembre | desembre
targetes (x) 366 281 344 420 381 466
import (y) 5.452,62 | 4.070,60 | 513648 | 5.196,56 | 4.575,67 6.612,53

El nombre de targetes (x) és una quantitat de tres xifres, mentre que I'import en euros (y) ve
donat amb quatre xifres i dos decimals. Aquesta diferencia fa que el diagrama de dispersié
hagi de tenir a I'eix de les y una escala diferent que a I'eix de les x.
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Passem ara a la part analitica. Volem comprovar si «<com més targetes, més import net total»
era una hipotesi plausible i quina era la recta de regressié lineal de y sobre x, és a dir, si es
podia preveure amb certa aproximacié I'import mensual a partir del nombre de targetes.

Els resultats son els seglients:

« El coeficient de correlacié r entre dues variables, que sempre esta a l'interval [—1,1],
dona aqui r = 0,85. Significa que hi ha una correlacié positiva notable entre y i x, cosa
que grosso modo confirma la intuicié del nostre amic.

o Larectaderegressié dey sobrex dénay = 12,5x + 500. Es pot veure representada en el
diagrama de dispersié de la figura 3.

« L'error quadratic d'aquesta recta és ¢ = 1,346,20 i I'error quadratic per capita dona g, =
112,18 de mitjana per a cada mes. Aquest és un error notable a primera vista, és a dir,
en termes absoluts, pero cal tenir en compte el rang dels valors de y.

La figura 3 dona el diagrama de dispersié de I'experiment. Es pot observar que la recta de
regressio creix i s'acosta forca a la majoria dels 12 punts (x,y). El nimero que acompanya

cada punt en aquesta figura representa el mes corresponent.

y : import net (euros)

7.000 t coeficient de correlacié: = 0,85
recta de regressio:
1 y=125:+50 12°
6.000 T
5
ce /3
- °
9 .7 el0
5.000 1 A (%,5)
4
°
B 1 11
40001 8 e2
3.000 t t t t : :
300 400 500
200

X : # targetes

Figura 3. Diagrama de dispersio de les vendes amb targeta.

Comparem els resultats d'aquest estudi de les targetes amb els dels sudokus. En el cas dels
sudokus, la correlacié r = —0,29 és baixa en termes absoluts, és a dir, obviant el signe, i I'error
per capita també és «petit»; en canvi, per a les targetes, la correlacié r = 0,85 és forca alta
i I'error per capita també és «molt gran». Tanmateix, la recta de regressio per a les targetes
sembla més ajustada a les dades que la dels sudokus. El motiu d’aquesta contradiccié aparent
és que el rang de les y és [1,5] per als sudokus i aproximadament [3,983, 6,612] per a les
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definit al final de la secci6 3.1.1. La taula 3 compara tots els valors rellevants.

Taula 3. Comparacié amb I'exemple dels sudokus.

error quadratic | error per capita | mitjanadelesy | error normalitzat
€ €0 y ey
sudokus 8,383 0,078 1,49 0,0523
targetes 1.346,20 112,18 5.082,71 0,0221

Ara es veu clar que, adequant en cada cas I'error per capita al rang de les y (o, equivalentment,
a I'entorn de la mitjana aritmeética de les y), I'error per capita normalitzat de les targetes és
bastant menor que el dels sudokus, com suggereixen les grafiques de les rectes de regressio
respectives. Sembla, doncs, que aquest ultim parametre reflecteix millor els diagrames de
dispersio. La diferéncia encara seria més gran prenent com a parametre ¢/y: donaria 5,6226
per als sudokus i 0,2649 per a les targetes.

6. Exemple: venda lliure

Un dels parametres importants per a la valoracio d'una farmacia (per exemple, a I'hora d’'una
compravenda) éslaproporcid que presentadevendalliure (desd‘ara, VLL) en el total d'ingressos.
Els preus de la VLL no estan regulats (d'aqui ve el qualificatiu): cada farmacia els decideix

i pot modificar—los en tot moment, encara que hi ha una certa uniformitat, sobretot entre
farmacies proximes.

Els supermercats tenen productes que també es venen a les farmacies (parafarmacia, per
exemple) i poden oferir—los a preus inferiors perqué compren més a I'engros. Fins al punt
que algunes farmacies, després d’'indagar en els supermercats proxims, acaben venent al
mateix preu o amb pérdues alguns d'aquests productes per no deixar escapar clients.

Hi ha tres emplacaments tipics per a una farmacia: a prop d'un centre d’atencié primaria
(CAP), centrica o en una barriada. Les farmacies proximes a un CAP despatxen moltes re-
ceptes, com és logic; les centriques tenen una alta VLL, fins i tot superior a les receptes del
Sistema Catala de Salut (des d'ara, SCS); finalment, les farmacies de barriada no destaquen
perla VLL.

El nostre objectiu és I'estudi de la relacié entre I'import total que paga el SCS i el de la VLL.
Ens cenyirem a les dades mensuals del 2021 de la mateixa farmacia de I'exemple 5.

Tenim, doncs, dues séries de dades, cada una amb 12 components mensuals: 'abonament
del SCS i I'import de la VLL. La taula 4 ens dona les dades de la distribucié bidimensional que
estudiarem.
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Taula 4. Dades del SCSidela VLL.

mes gener febrer marg abril maig juny
SCS (x) | 37.763,17 | 34.490,70 | 42.904,53 | 36.429,43 | 40.741,81 | 44.417,78
VLL (y) | 8.202,35 | 8.092,48 | 9.443,87 | 8.926,15 | 9.156,85 | 9.620,87
mes juliol agost setembre | octubre | novembre | desembre
SCS (x) | 39.931,27 | 37.189,63 | 41.038,80 | 39.765,75 | 42.393,33 | 41.965,91
VLL(y) | 9.797,36 | 7.252,55 | 9.282,99 | 9.825,66 8.400,31 12.010,76

Encara que els imports del SCS tenen cinc xifres enteres i dos decimals, mentre que la majoria
dels de la VLL son de quatre xifres enteres i els rangs de les variables sén diferents, en el
diagrama de dispersio I'escala de I'eix de les y sera la mateixa que a I'eix de les x. Com a la
figura 3, 'artifici per no desaprofitar espai ha consistit a situar I'origen dels eixos en el punt
(34,7).

Passem ara a la part analitica. Volem veure si hi ha una bona relacié entre les dues séries de
dades i quina és la recta de regressié de y sobre x.

Els resultats son els seglients:

« El coeficient de correlacio r entre dues variables, que sempre esta a l'interval [—1,1],
dona aqui r = 0,5396. Per tant, la VLL esta només relativament relacionada amb els
pagaments del SCS.

« El centre de gravetat de la distribucié és el punt (x,y) =(39.914,34, 9.167,68).
« L'equacié de la recta de regressié de y sobre x ésy = 0,2186x + 442,6184.

o L'error quadratic d’aquesta recta és ¢ = 3,326,34, I'error quadratic per capita dona g, =
277,19 de mitjana per a cada mes i I'error normalitzat és e = 0,0302. Aquest Ultim esta
compreés entre el de les targetes (0,0221) i el dels sudokus (0,0527).

La figura 4 dona el diagrama de dispersié de I'experiment. La recta de regressio creix lenta-
ment i es distancia de la meitat dels 12 punts (x,y). També hi ha marcada amb tra¢ discontinu
la poligonal que va unint successivament, seguint l'ordre de les x creixents, els punts de la
distribucié (el nimero al costat de cada punt indica el mes de I'any). Pensem que la singular
posicié del punt 12 s’explica perqueé al desembre la gent incrementa la compra de productes
de venda lliure com a regals tipics de I'época. En canvi, la baixa proporcié de venda lliure dels
mesos d'agost i novembre és deguda, respectivament, a les vacances d'estiu i al black friday,
que no es practica a les farmacies.
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y: VLL
(milers d’euros) error per capita normalitzat: €] = 0,0302
coeficient de correlacio: 0,5396 12
12 ¢+ recta de regressio: °

y=0,218567x +442,618397 !

11
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7 3 3 3 3 3 3 3 : : : :
35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45

34 x:SCS
(milers d’euros)

Figura 4. Diagrama de dispersié de la VLL vs. el SCS.

7. Exemple: futbol de la Primera Divisio espanyola

La Primera Divisio del Campionat de Lliga d’Espanya la formen 20 equips. Durant la primera
volta, cada jornada es juguen, doncs, 10 partits, cada un al camp d’un dels dos contrincants.
A la segona volta fan el mateix pero al camp de l'altre. Per tant, en total hi ha 38 jornades,
19 a la primera volta i 19 més a la segona. Quan un equip guanya a un altre, el primer rep 3
punts i el segon 0. Si empaten, reben 1 punt cada un.

Els quatre primers classificats jugaran la Champions League la temporada seglient; el cin-
qué i el sisé jugaran I'Europa League. A l'altre extrem, els tres darrers classificats baixen a la
Segona Divisié la temporada seglient; els substituiran els tres primers classificats d'aquesta
divisié (els dos primers directament, mentre que el tercer surt d’eliminatories entre els quatre
seglients, els que ocupen les posicions tercera, quarta, cinquena i sisena).

Com és logic, els resultats de cada equip a la segona volta solen ser diferents dels de la pri-
mera volta. L'objectiu d’aquest estudi és analitzar els comportaments a la primera i la segona
volta. Prendrem les dades de la temporada 2020—2021 i ens fixarem només en els equips
més forts d’'una banda i en els més débils de Ialtra. Els primers estan interessats a quedar en
els «llocs europeus; els segons, a fugir dels tres llocs més baixos de la classificacio final.

De millor a pitjor, en acabar la primera volta els equips més forts van ser els seglients: Atlé-
tico de Madrid, Real Madrid, Barcelona, Sevilla, Villarreal, Real Sociedad, Granada i Betis. El
Villarreal tenia garantit I'accés a la Champions League perque havia guanyat I'Europa League
la temporada anterior 2019—2020 (norma europea). També de millor a pitjor, a meitat de
temporada els equips més debils van ser els seglients: Getafe, Athletic de Bilbao, Valencia,
Eibar, Valladolid, Alavés, Elche, Osasuna i Huesca. En tots dos casos, al final de la competicid
hi va haver alguns canvis d’ordre.
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La doble taula 5 ens dona la puntuacié de cada equip en acabar la primera volta (jornada
19) i al final de la temporada (jornada 38). Aixo ens donara les dades x,y de la distribucio
bidimensional que estudiarem, primer per als equips forts i després per als débils. Per raons
d’espai, hem abreujat els noms d’alguns equips.

Taula 5. Puntuacions a mig campionat (jornada 19) i al final (jornada 38).

equip | AMadrid | RMadrid | Barca | Sevilla | Villa | RSoc | Grana | Betis
J19(x) 48 40 37 36 33 30 28 26
J38(y) 86 84 79 77 58 62 46 61

equip | Geta | AthB | Valen | Eibar | Valla | Alav | Elche | Osasu | Huesca
J19(x) | 23 21 20 19 19 18 17 16 12
J38(y) | 38 46 43 30 31 38 36 44 34

Amb aquestes dades ja es veuen diferencies de comportament notables entre els equips. A
la meitat del campionat, els cinc primers tenien plaga per a la Champions League, i el sisé i el
sete, per a I'Europa League, pero no hi havia res definitiu. Quedaven molts punts per disputar.
El Betis, per exemple, podia aspirar a anar a I'Europa League.

A la banda baixa, també tot podia canviar. De moment estaven en risc Elche, Osasuna i Hues-
ca, pero també perillaven Alavés, Valladolid, Eibar, Valencia... Degut a les diferéncies entre el
rang de variacié de x i el de y en tots dos casos, I'escala per a la y sera diferent de la de la x en
els diagrames corresponents inclosos més avall.

y: punts finals J 38

88 T coeficient de correlacié: 0,85584 A Madrid
R Madrid °
84 1 °
Barcelona
80 -+ °
76 + °
Sevilla
72 +
68 recta de regressio:
y=1,71818x+9,41818

64 T

°
0 1 Betis
56 T Villarreal error per capita normalitzat:

g;=0,01249
52 +
48 T Granada
°
44 + + + + + + + + + + + +
26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48

24 X: punts parcials J 19

Figura 5. Diagrama de dispersio dels equips amb aspiracions europees.
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Passem ara a la part analitica. Hem estudiat en els dos casos la distribucié bidimensional x,y.
En primer lloc considerem el grup dels equips forts. Els resultats sén els segiients:

« El coeficient de correlacio r entre dues variables, que sempre esta a l'interval [—1,1],
dona aqui r = 0,85584. Significa que hi ha molta correlaci6 entre y i x. Es a dir, els
resultats de la segona volta estan, en general, en consonancia amb els de la primera.

« El centre de gravetat de la distribucié és el punt (x,y) =(34,75, 69,13).

o Larecta de regressié de y sobre x dénay = 1,71818x + 9,41818. Es pot veure represen-
tada en el primer diagrama de dispersio (figura 5).

« L'error quadratic d’aquesta recta és ¢ = 6,90909, I'error quadratic per capita dona g, =
0,86364 de mitjana per a cada equip i I'error normalitzat és ¥ = 0,01249. Aquest Ultim
és forca baix en comparacié amb exemples previs.

Passem al grup d’equips debils. La figura 6 dona el seu diagrama de dispersio.

y: punts finals J 38

Ath Bilbao
46 T coeficient de correlacio: 0,97929 °

44 1 o

Osasuna
42
40 + recta de regressio:
y = 1,95288x+ 1,97502 Alavés
38 °
Getafe
36
Huesca error per capita normalitzat:
34 + ° g, =10,06148
32 Valladolid

°-

30 } } } o } } } }
16 17 18 Eibar 20 21 22 23

x: punts parcials J 19

Figura 6. Diagrama de dispersio dels equips en risc de descens.
Els resultats aqui son els seglients:

« El coeficient de correlacio r entre les dues variables dona aqui r = 0,97929. Significa que
encara hi ha més correlacié entre y i x, és a dir, en general, entre els resultats de les dues
voltes.

« El centre de gravetat de la distribucié és el punt (x,y) =(18,33, 37,78).

o La recta de regressié de y sobre x dona y = 1,95288x + 1,97502. Es pot veure represen-
tada en el segon diagrama de dispersio (figura 6).
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o L'error quadratic d'aquesta recta és ¢ = 20,90301, I'error quadratic per capita dona g, =
2,32256 de mitjana per a cada equip i I'error normalitzat surt e = 0,06148. Aquest
ultim també és baix en comparacié amb alguns exemples previs (no pas tots).

Comparem ara els dos grups d'equips. El coeficient de correlacio, curiosament, és més alt per
als equips débils. Aixo pot ser degut que, en general, els equips forts tenen motivacions i
plantilles superiors per «<mantenir i superar el ritme» durant la segona volta, mentre que als
debils els passa més aviat el contrari. Tot i aixi, els dos centres de gravetat comparteixen la
propietat que la segona component (mitjana de puntuacions finals) és el doble de la primera
(mitjana de la primera volta).

En relacio amb la recta de regressid, cinc equips forts estan per sobre, i aixo significa que s’han
esforcat més a la segona volta, mentre que els altres tres han perdut pistonada. Analitzats
individualment, I'Atlético de Madrid no ha fet gaire els deures i ha acabat campié molt justet.
Real Madrid, Barcelona i Sevilla han perseverat i han mantingut el seu ordre particular. Els
quatre s'han classificat per a la Champions League. La Real Sociedad i el Betis també han
apretat i s’han classificat per a I'Europa League, superant el Villarreal, que s’ha relaxat perquée
tenia la Champions garantida per norma de la UEFA. El Granada és el que menys esfor¢ ha fet
i ha quedat desbancat pel Betis.

Entre els débils, sis s’han esforcat i els altres tres no. Aquests sén el Getafe, que s’ha vist
superat per I'Athletici el Valencia, i sobretot el Valladolid i 'Eibar, que cauen a Segona Divisio
juntament amb I'Huesca, que ha fet un esfor¢ gran pero insuficient perquée venia de molt
avall. Dels altres sis, a banda dels ja comentats, I'Alavés ha igualat el Getafe, mentre que Elche
i Osasuna han sortit del pou.

Finalment, els errors quadratic i per capita dels equips débils son el triple dels corresponents
als forts, mentre que l'error normalitzat és sis vegades superior. Aixo indica que més de la
meitat dels equips deébils s'han desviat molt de la recta de regressid, mentre que entre els
forts només el Granada ha quedat clarament lluny de la recta.

Com a comentari final, destaca la regularitat i I'estabilitat a la part alta de la taula (equips
forts) i la manca d’aquestes propietats a la part baixa (equips débils), amb el canvi (dramatic)
dels dos equips que al final acompanyen I'Huesca a Segona Divisié. Hi ha trets comuns, com
ara que en els dos centres de gravetat la segona coordenada dobla la primera: aixo és bo
per als forts i dolent per als debils, que haurien hagut de millorar durant la segona volta.
El coeficient de correlacié és alt en ambdos casos, pero té significat positiu per als forts i
negatiu per als debils. Els tres errors quadratics també mostren que els equips forts han estat
més consistents, mentre que els debils s’allunyen molt més, a la baixa, d'un comportament
regular.

8. Exemple: qualificacions académiques

A I'Escola Superior d’Enginyeries Industrial, Aeroespacial i Audiovisual, ubicada en el Campus
de Terrassa de la UPC, hi ha dos graus d’Aeronautica: el grau en Enginyeria en Técniques
Aeroespacials (GRETA) i el grau en Enginyeria en Vehicles Aeroespacials (GREVA). Tant en
I'un com en l'altre hi ha tres assignatures de matematiques en els dos quadrimestres inicials:
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Algebra i Calcul I durant el primer (tardor) i Calcul Il durant el segon (primavera). No hi ha
establerts prerequisits entre elles.

L'objecte d'aquest estudi és la possible relacié entre les notes finals de les tres assignatures.
Ens centrarem en el GREVA i, més concretament, en les notes obtingudes pels estudiants
durant els quadrimestres de la tardor de 2016 i de la primavera de 2017. Els dos professors
gue van impartir aquestes tres assignatures tenien criteris de qualificacié semblants.

A les actes finals consten 62 estudiants matriculats tant d’Algebra com de Calcul |, quatre dels
quals no es van presentar a Algebra perd si a Calcul |, mentre que dos d’aquests quatre i un
tercer no surten a l'acta de Calcul ll, que, per tant, tenia 59 matriculats. D’entrada, assignarem
un 0 en una assignatura a cada estudiant no matriculat o no presentat (d’ara endavant, NP,
geneéricament). Si convé, modificarem aquest criteri durant I'estudi.

En la primera part de I'estudi mirarem de relacionar les assignatures per parelles i. per tant,
hi haura tres parts: Algebra vs. Calcul |, Algebra vs. Calcul II, i Calcul | vs. Calcul Il. En principi,
a la vista dels tres temaris no es pot dir que I'’Algebra i el Calcul | tinguin gaires punts de
contacte, pero si que el Calcul Il fa s de técniques estudiades a I’Algebra i sobretot, com és
l0gic, a Calcul 1. Els resultats obtinguts pels estudiants ens poden donar una idea de la seva
capacitat (grupal) d’assimilacié de cada materia. En una segona part analitzarem la possible
relacié conjunta de Calcul Il amb Algebra i Calcul 1.

Passem ara a la part analitica. Hem estudiat en els tres primers casos distribucions bidimen-
sionals.

8.1. Algebra i Calcul |

En aquest cas estudiarem la distribucié bidimensional x,y, on x representa les notes d’AIgebra
i y les de Calcul I. D’entrada, com ja ha quedat dit, seguirem el criteri d’assignar un 0 als NP,
que afectara quatre estudiants que no es van presentar a Algebra. En canvi, els 62 matriculats
es van presentar tots a Calcul I. Els resultats sén els segiients:

« El coeficient de correlacié r € [—1,1] entre les dues variables dona aqui r = 0,0020. Sig-
nifica que no hi ha practicament cap correlacié entre y i x.

« El centre de gravetat de la distribuci6 és el punt (x,y) =(6,6387, 5,7081). Sembla que
I'’Algebra resulta una mica més facil que el Calcul 1.

o Larectaderegressié dey sobre x donay = 0,0013x + 5,6992. Es pot veure representada
per una linia fina en el diagrama de dispersio (figura 7); el centre de gravetat és el situat
més a I'esquerra dels dos punts destacats per un cercle més gran. Es gairebé horitzontal
i molt poc representativa de la distribucié, com augurava el valor de r.

o L'error quadratic d'aquesta recta és ¢ = 12,5948, I'error quadratic per capita dona &, =
0,2031 de mitjana per a cada estudiant i I'error normalitzat és e = 0,0356. Aquest ultim
és relativament baix en comparacié amb altres exemples previs on hem tractat temes
diversos.
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v :nota de Calcul I
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Figura 7. Diagrama de dispersié d’Algebra i Calcul I.

Tanmateix, fixem—nos en els quatre NP d’'Algebra. Els punts que els representen en el diagra-
ma estan a I'eix y. Per veure quina influéncia té haver—los assignat un 0, hem repetit I'estudi
eliminant—los de la distribucio bidimensional. Llavors, el nombre de dades s'ha reduit a 58 i

els resultats son els seglients:

« El coeficient de correlacié passa a ser r = 0,6434, que ja indica una correlaciéo més posi-

tivaentreyix.

El centre de gravetat de la distribucié és ara el punt (x,y) =(7,0966, 5,7328), que, lo-
gicament, s’Tha mogut cap a la dreta i lleument cap amunt perque els quatre exclosos
tenien una nota mitjana de 5,35 de Calcul |. La nota mitjana d’Algebra arriba ara al
notable, mentre que la de Calcul | puja menys de tres centésimes.

La recta de regressié de y sobre x donay = 0,5776x + 1,6338. Ara és clarament creixent
i forca adequada a lI'aspecte del diagrama de punts. Es pot veure representada també
en la figura 7 i el seu centre de gravetat és molt proxim a la interseccié amb la recta
anterior.

L'error quadratic d'aquesta recta és € = 8,9367, I'error quadratic per capita dona g, =
0,1441 de mitjana per a cada estudiant i I'error normalitzat és e = 0,0251. Tots tres s6n
menors que els de I'analisi anterior, i I'Gltim és relativament baix en comparacié amb
altres exercicis previs que hem dut a terme sobre temes diversos.
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La conclusié sembla clara: assignar 0 als NP desvirtua fortament la descripcié numerica de la
distribucié bidimensional dels punts restants. En comptes de donar un altre valor numeéric als
NP, sera més encertat excloure’ls en els casos seglients.

8.2. Algebrai Calcul Il

En aquest cas estudiarem la distribucié bidimensional x,y, on x representa les notes d’Algebra
i y les de Calcul Il. Vista I'experiéncia del cas 8.1, suprimirem els sis estudiants que no es van
presentara /—\Igebra, a Calcul Il o a cap de les dues. Quedaran, doncs, 56 estudiants presentats
a les dues assignatures. Els resultats son els seglients:

« El coeficient de correlacio r € [—1,1] entre les dues variables dona aquir = 0,6182. No-
vament indica indica una correlacié lleugerament positiva entre y i x.

« Elcentredegravetat de la distribucié és el punt (x,y) =(7,196429, 5,683929).La mitjana
de Calcul Il és un pel menor que la de Calcul | trobada en el cas 8.1.

« La recta de regressié de y sobre x donay = 0,5679x + 1,5971. Es similar a la del cas 8.1 i
es pot veure representada en el diagrama de dispersioé (figura 8), igual que el centre de
gravetat, indicat per un cercle més gran.

o L'error quadratic d’aquesta recta és ¢ = 8,8961, |'error quadratic per capita dona g, =
0,1435 de mitjana per a cada estudiant i I'error normalitzat és e = 0,0252.Tots tres s6n
molt semblants als del cas 8.1, pero I'Gltim és relativament baix en comparacié amb
altres exercicis previs que hem dut a terme sobre temes diversos.

y : nota de Calcul IT

10 + recta de regressio:
y=0,5679x 41,5971
9 T ° °

8 T+ coeficient de correlacié: 0,6182 hd

error per capita normalitzat
g, =0,0252

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x: nota d’ Algebra

Figura 8. Diagrama de dispersié d’Algebra i Calcul II.
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Comparem aquests resultats amb els del cas anterior sense NP. Les relacions entre assignatu-
res sén de tipus diferent: Algebra i Calcul | sén paral-leles, és a dir, s'imparteixen simultania-
ment, mentre que Algebra i Calcul Il son seqiiencials en el temps, amb el que aixd implica.

Tanmateix, els parametres son molt semblants en els dos casos. Aixi, per exemple, el coefi-
cient de correlacié és molt similar. La mitjana aritmética de I'’Algebra ha pujat en el segon
cas perque s’han exclos dos estudiants més, mentre que les dels dos Calculs sén identiques.
El pendent de la recta de regressié també és gairebé el mateix, i el mateix passa amb els
tres errors. Si que és cert que la distribucié dels punts en aquest cas sembla més compacta o
acumulada a I'entorn de la recta de regressid que en el primer cas.

Abans de procedir a I'estudi cas per cas no esperavem trobar tanta simil-litud.

8.3. Galcul i Calcul Il

Finalment, estudiarem la distribucié bidimensional x,y, on x representa les notes de Calcul |
i y les de Calcul Il. Seguirem suprimint els estudiants que no es van presentar a Calcul Il
(tots 62 es van presentar a Calcul 1). Quedaran, doncs, 59 estudiants presentats a les dues
assignatures.

y : nota de Calcul IT

10 + recta de regressio: coeficient de correlacié: 0,5814
y=0,5319x+2,6451

error per capita normalitzat
24 g, =0,0268

ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x : nota de Calcul I

Figura 9. Diagrama de dispersié de Calcul i Calcul II.

Novament, la relacié entre les dues assignatures és seqtiencial, pero a priori cal esperar que la
segona estigui relacionada més estretament amb Calcul | que no pas amb Algebra, simple-
ment pels continguts dels programes respectius. Els resultats sén els seglients:
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« El coeficient de correlacié r € [—1,1] entre les dues variables dona aqui r = 0,5814. Indi-
ca una correlacié positiva débil entre y i x.

« El centre de gravetat de la distribucié és el punt (x,y) =(5,832203, 5,747458).

o Larectaderegressié dey sobre x donay = 0,5319x + 2,6451. Es pot veure representada
en el diagrama de dispersio (figura 9), igual que el centre de gravetat, marcat amb un
cercle de doble gruix.

o L'error quadratic d’aquesta recta és ¢ = 9,0928, |'error quadratic per capita dona g, =
0,1541 de mitjana per a cada estudiant i I'error normalitzat és ¢; = 0,0268.

Comparem els resultats d’aquest cas amb els dels casos 8.1 (sense NP) i 8.2. La taula 6 recull
els parametres.

Taula 6. Comparativa d’assignatures.

cas correlacié | rectade centre de error error
regressié gravetat quadratic | normalitzat
r m (xy) € ex
1Avs. Cl 0,6434 0,5776 (7,10, 5,73) 8,9367 0,0251
2Avs.C2 0,6182 0,5679 (7,20, 5,68) 8,8961 0,0252
3C1vs.C2 0,5814 0,5319 (5,83, 5,75) 9,0928 0,0268

Contrariament al que es podria esperar segons els temaris de les tres assignatures, la correla-
cié dona valors proxims pero, curiosament, decreixents seguint I'ordre dels casos. La recta de
regressié sempre és creixent, perd cada vegada amb menys pendent, i el més baix és el de C1
vs C2. Les coordenades del centre de gravetat presenten petites diferencies, possiblement
degudes als diferents conjunts de NP exclosos en cada cas.

En tot cas, la mitjana de I’Algebra, que supera el 7, és molt superior a les dels dos Calculs, que
es mantenen més a prop del 6 que del 5. En els diagrames es nota més dispersié entre Ai C1,
i menys entre Ai C2 i entre C1i C2, que donen diagrames més «compactes» al voltant de la
recta de regressio. Finalment, I'error quadratic aqui és comparable perque les dades de les
séries estan totes a l'interval [0,10] i les quantitats de dades sébn homologables: 58, 56 i 59,
respectivament. Aquest error és una mica més alt comparant els calculs i més baix comparant
AiCl1oAiC2. L'error normalitzat també augmenta, gairebé dues centésimes, en comparar
els dos calculs.

8.4. Calcul Il vs Algebraii Calcul |

Aqui ens proposem analitzar la correlacié global o conjunta de Calcul Il (variable Z) respecte
a les altres dues assignatures (variables X i Y, respectivament). Caldra fer Us de tecniques una
mica més complicades que generalitzen les del cas bidimensional, estudiat repetidament en
les seccions prévies.

La mostra consta dels 56 estudiants que es van presentar a les tres assignatures. Recordem
que Calcul Il és seqiiencial respecte a Algebra i Calcul I. Els calculs estan fets optimitzant les
aproximacions i els resultats son els seglients:
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« El coeficient de correlacié (global) de Z respecte a X i Y dona R;(X,Y) = 0,7508. Aquest
coeficient sempre esta a l'interval [0,1].

« El centre de gravetat de la distribucié és el punt (X,Y,Z) =(7,1964, 5,7964, 5,6839).
o Elpladeregressié de Z sobre X i Y dona:

Z —5,6839 = 0,3753(X — 7,1964) + 0,4206(Y — 5,7964)
o, en una forma equivalent,
Z = 0,3753X + 0,4206Y + 0,5451.

« Elfet que la suma dels valors Z* que dona la recta de regressio coincideixi amb la suma
dels valors Z de les dades ens sembla merament anecdotic.

« Evidentment, aquest pla passa pel centre de gravetat.

« L'error quadratic per capita d’aquest pla és €2(X,Y) = 1,0798.

Comparant amb els resultats dels estudis bidimensionals resumits en la taula 6 al final de
la secci6 8.3, observem que el coeficient de correlacié global és notablement millor que els
tres coeficients de correlacié binaria. Aquest és un resultat esperat, ja que I'ajustament mi-
llora en considerar dues variables independents en comptes d’una de sola. La variacié dels
coeficients deriva del fet que X i Y estan relacionades entre elles. Finalment, C1 té un co-
eficient més gran que A, cosa que també sembla raonable vistos els programes de les tres
assignatures. També observem que X = 10i Y = 10 donen Z = 8,5041.

V4

Z=aX+bY +c

Figura 10. Pla de regressié de Calcul Il respecte a Algebra i Calcul I.
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Les coordenades del centre de gravetat G sén molt semblants a les dels centres de gravetat
binaris; de fet, cadascuna d’elles esta compresa entre les dels dos binaris corresponents i les
diferencies poden ser degudes a les petites variacions en el nombre d'estudiants de cada
estudi. Segons I'equacié del pla de regressid, Z creix quan una de les variables XY creix i I'altra
roman constant o totes dues creixen.

En aquest cas tridimensional, no sembla adequat donar la representacio grafica dels 56 punts,
perd podem visualitzar, a la figura 10, el pla de regressié en una doble imatge inclusiva.
Finalment, I'error per capita no és comparable amb els bidimensionals perqué no es defineix
com ells; tanmateix, prenent \/56 s§ (X,Y) =7,4833, obtenim un parametre homologable que
resulta forca menor que tots els corresponents errors quadratics bidimensionals. Resumint,
I'estudi tridimensional sembla un bon complement dels tres estudis bidimensionals.

9. Exemple: temperatura de xafogor

La temperatura de xafogor és un concepte que pretén mesurar quantitativament la «sen-
sacio térmica» que experimenta el cos huma a causa de la combinacié de la temperatura
ambiental (temperatura de l'aire) i la humitat relativa. La primera noticia sobre aquesta idea
la va popularitzar, almenys a Catalunya, Alfred Rodriguez Pic6 a TV3, on va exercir com a
meteoroleg des del 1984 fins al 2002.

En l'actualitat, els que descriuen el temps solen parlar de la (temperatura de) xafogor quan
mereix un comentari perqueé és forca més elevada que la temperatura ambiental. De fet, el
concepte, degut a R. G. Steadman, va néixer cap al 1979. Només cal anar a la Viquipédia, per
exemple, per obtenir una informacié més detallada. En particular, hom hi troba una férmula
(que ha estat relativament criticada) que relaciona la temperatura de xafogor en termes de la
temperatura ambiental i la pressi6 del vapor d'aigua de I'atmosfera.

L'objecte del nostre estudi no fa referéncia a aquesta formula. Una taula de dades publicada
el 2017 a www.marenostrum.org/meteorologia/xafogor donava 291 valors simultanis de la
temperatura ambiental, la humitat relativa i la temperatura de xafogor —-suposem que cal-
culada amb la formula esmentada més amunt—-, amb la particularitat de dividir la graella en
cinc blocs de diferents tonalitats (vegeu la figura 11).°

Hem volgut comparar la correlacié de la xafogor respecte a les altres dues variables en cada
un dels blocs, numerats de I'1 al 4 de dalt a baix, ja que hem reduit els dos ultims a un de
sol perqué considerem el cinqué una mica marginal. Es a dir, analitzarem cada bloc com
una distribucio tridimensional on les variables sén: X = temperatura ambiental, Y = humitat
relativa i Z = temperatura de xafogor. Obtindrem els parametres basics de cada distribucio i
els confrontarem. El web de Mare Nostrum assigna les interpretacions segiients als colors: 1
= perill extrem; 2 = perill; 3 = precaucié; 4 = limit de confort; 5 = confort térmic.

5. Ara s’hi pot trobar una taula actualitzada I'1 de gener de 2023 que és idéntica a la presentada aqui.
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Figura 11. Dades empiriques sobre temperatura, humitat i xafogor. Taula extreta de
www.marenostrum.org/meteorologia/xafogor.

Els resultats dels parametres s'han arrodonit a un nombre suficient de decimals. Els hem
reunit en la taula 7 per poder comparar—los comodament.

Taula 7. Comparativa de xafogor per blocs.

xafogor bloc 1 bloc 2 bloc 3 blocs4i5
significat perill extrem perill precaucié confort
dades 42 98 109 42

a 1,875623 1,695420 1,570360 0,862790
b 0,305099 0,267812 0,194376 0,109614
c —36,284824 | —28,585348 | —21,406818 | 0,000000
error/capita 0,748058 1,147926 0,797269 0,801224
correlacio 0,897887 0,941676 0,963805 0,871475
centre de gravetat | (37, 70, 55) (35, 58, 46) (28, 60, 34) | (23, 55, 26)
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Els comentaris son els seglients:

« En els quatre blocs els coeficients a,b sén positius. Aixo vol dir que, segons el pla de
regressid, qualsevol increment de la temperatura ambient i/o de la humitat relativa
provoca un augment de la xafogor, i és molt més acusada la influencia de la tempe-
ratura ambiental ja que a >> b. Tanmateix, aquest doble efecte decreix al llarg dels
quatre blocs, de manera que és en el bloc marginal on és menys rellevant.

« El coeficient ¢ fa una funcié de correccié. En valor absolut decreix, i arriba a desaparei-
xer en el quart bloc.

« L'error per capita és baix segons el rang de la xafogor ([22,58]) i no varia gaire llevat del
segon bloc, on és molt més alt que en els altres tres (aproximadament entre un 42 % i
un 54 % superior).

« El coeficient de correlacio també és forca alt en tots els casos, sobretot en el segon i el
tercer bloc. Aixo fa pensar que el primer bloc i el quart no son tan representatius de la
distribucio global.

« Els centres de gravetat apareixen, en cada bloc, entre les dades del bloc, com és lo-
gic, decreixen en les coordenades X i Z i tenen un comportament més irregular a la
coordenada Y.

« Es probable que el pla de regressié total, és a dir, considerant conjuntament totes les
dades de la distribucio, sigui una mixtura dels quatre plans per blocs. No hem conside-
rat necessari calcular—lo.

10. Conclusions

Una vegada analitzats tots els exemples, sembla interessant remarcar la varietat d’'ambits als
quals fan referéncia i comparar els principals resultats obtinguts. Hi ha un exemple de joc in-
dividual (sudoku), dos de significat economic (referits a una mateixa farmacia), un de dedicat
a lalliga de Primera Divisié en dues fases (equips forts i equips debils), un altre sobre qualifi-
cacions academiques dividit en quatre parts, i un Ultim sobre un concepte meteorologic, la
temperatura de xafogor, també desdoblat en quatre blocs.

Els primers queden definits per distribucions bidimensionals, mentre que els dos Ultims —I'estudi
de tres assignatures simultaniament i els quatre casos de xafogor— corresponen a distri-
bucions tridimensionals. Tots sén exemples de casos concrets i, per tant, amb resultats en
principi no extrapolables, perd sembla clar que la metodologia emprada en tots els casos és
perfectament aplicable a qualsevol altre cas amb dades numeriques diferents i, sobretot, a
situacions que es puguin modelar en termes analegs.

Es posa en relleu, doncs, una reflexié sobre com I'ds d’'una eina d'implementacié senzilla
permet una primera analisi que pot ser molt rellevant per descriure situacions economiques,
empresarials, educatives, etc.; en definitiva, de la societat actual.

La taula 8 permet copsar amb un cop d'ull la informacié principal obtinguda en cada exem-
ple: el nombre de dades; el coeficient de correlacié, que es mesura de manera diferent en el
cas bidimensional (r) i en el tridimensional (R), com s'indica en la taula (vegeu les seccions
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3.1.1i3.1.3); el pendent de la recta de regressié en el cas bidimensional —-idea que no s’estén
al cas tridimensional perqué passem a tenir un pla de regressié—-; i, finalment, els diversos
tipus d’error —-tres en el cas bidimensional, només dos en I'altre—-.° El parametre ¢*° en els
casos tridimensionals es defineix, per analogia amb el cas bidimensional, dividint £° per Z,
per poder comparar tots els errors normalitzats. El resultat és que tots aquests errors, llevat
d’un, son inferiors a 0,1. | I'inica excepcid no arriba a 0,2.

Taula 8. Comparativa de tots els exemples estudiats.

ex. | tema dades | correlacié | pendent error error error
quadratic | per capita | norm.

n r m € €0 ey
4 sudokus 108 —0,295 —0,140 8,38 0,078 0,052
5 targetes 12 0,853 12,498 1.346,20 112,180 | 0,022
6 venda lliure 12 0,540 0,219 3.326,34 277,19 0,030
7 equips forts 8 0,856 1,718 6,91 0,864 0,012
7 equips debils 9 0,979 1,953 20,90 2,323 0,062
8 Avs C1(¥) 62 0,002 0,001 12,59 0,203 0,036
8 Avs C1 58 0,643 0,578 8,94 0,144 0,025
8 AvsC2 56 0,618 0,568 8,90 0,144 0,025
8 ClvsC2 59 0,581 0,532 9,09 0,154 0,027

n R g0 g*0
8 AiClvsC2 56 0,727 1,080 0,190
9 xafogor bloc 1 42 0,898 0,748 0,014
9 xafogor bloc 2 98 0,942 1,148 0,025
9 xafogor bloc 3 109 0,964 0,797 0,023
9 xafogor bloc 4 42 0,871 0,801 0,031

Es destacable la varietat del nombre de dades. També la del coeficient de correlacié, que
dona un valor negatiu i un altre proxim a 0 al costat de valors molt proxims a 1. Quelcom
similar es pot dir del pendent de la recta de regressio. Pel que fa als errors, I'error quadratic
dels dos exemples de caire economic és elevat perqué son elevades les quantitats que de-
fineixen la serie y de la distribucié. Per aixo hem introduit I'error per capita, que permet fer
comparacions independentment del nombre de dades. | encara més I'error normalitzat, que
apareix a I'dltima columna i dona un resultat que permet comparar tots els exemples.

Agraiments

Volem agrair la revisié duta a terme per Marianna Bosch, que amb els seus comentaris encer-
tats ens ha ajudat a millorar aquest treball. | també la revisio linguistica duta a terme per dos
correctors anonims que han millorat forca la presentacio.

6. L'asterisc del sise tema indica que I'estudi esta fet assignant la qualificacié 0 a tots els no presentats,
criteri que es descarta en els tres casos seglients. Com es pot veure, la correlacié creix molt en prescindir d'aquest
criteri.



juny 2024+ 89

Bibliografia comentada

Les referéncies que donem son una mica sui generis. Aquest article no és dels que, de vegades
més aviat marginalment, connecten amb molts treballs previs, propis o d’altres autors, com
és habitual en els dedicats a la «internalitat». Es basa en nocions d'estadistica forca conegu-
des i estudia situacions no considerades sovint en la literatura cientifica.

[1] Especial Sudokus n° 235 (2021). Madrid: Ediciones Pléyades. Per a les mateixes seccions.

[2] Jarne, G.; Pérez—Grosso, |.; Minguillon, E. (1997). Matemadticas para la economia. Madrid:
MacGraw—Hill. Per ajudar a captar el rerefons del nostre enfocament.

[3] Legendre, A. M. (1786). <cMémoire sur la maniére de distinguer les Maxima des Minima
dans le Calcul des Variations». Mémoires in Histoire de I'’Académie Royale des Sciences,
pag. 7. Per a la seccié 3. Tot i que sembla que Gauss va ser el primer a descobirir el
meétode dels minims quadrats, Legendre va ser el primer que va publicar—Ilo.

[4] Legendre, A. M. (1819). <Méthode des moindres carrés pour trouver le milieu le plus
probable entre les résultats de différentes observations». Mémoires présentés par divers
Savants a la I’Académie des Sciences de I'Institut de France, pags. 149—154. Nova presen-
tacio davant d’'un auditori diferent.

[5] McGuire, G.; Tugemann, B; Civario, G. (2014). «There is No 16—Clue sudoku: Solving the
sudoku minimum number of clues problem via hittings set enumeration». Experimental
Mathematics 23 (2), pags. 190—217. Per a les seccions 2 i 4.

[6] Pefa, D.; Romo, J. (1997). Introduccién a la Estadistica para las Ciencias Sociales. Madrid:
McGraw—Hill. Per al contingut de la secci6 3.

[7]1 Spiegel, M. R. (1969). Estadistica. Madrid: McGraw—Hill. Un classic en el que ens hem
basat a la secci6 3.

[8] Steadman, R. G. (1979). «The assessment of Sultriness. Part I: A temperature—humidity
index based on human physiology and clothing science». Journal of Applied Meteorology
18 (7), pags. 861—873. Per a la secci6 9.

[9] Steadman, R. G. (1979). «The assessment of Sultriness. Part |l: Effect of wind, extra radia-
tion and barometric pressure on apparent temperature». Journal of Applied Meteorology
18 (7), pags. 874—885. Per a la secci6 9. Continuacié de l'article anterior.

[10] Viquipedia, on es poden trobar molts tutorials sobre els temes concrets d’estadistica
emprats aqui. Per a la seccié 3.

[11] www.rfef.es. Web de la Real Federacion Espafola de Futbol, on es poden trobar els
resultats i les classificacions de la Lliga de Primera Divisi6 2020—2021. Per a la secci6 7.

[12] m www.marenostrum.org/meteorologia/xafogor (2017). Web on va apareixer la taula
de lafigura 11. Actualitzada amb data 1 de gener de 2023. Per a la seccid 9.





